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Introduzione

Problema: la teoria sviluppata delle funzioni di Green suppone T = 0K. Tale ipotesi & pili che
valida per la materia nucleare, ma non per plasmi, interni delle stelle... E utile sviluppare
tecniche diagrammatiche simili a quelle per temperature nulle che permettano lo studio
della Meccanica Statistica Quantistica.

Nota importante! Indicheremo con @ un operatore in rappresentazione di interazione, con @ un operatore in
rappresentazione di Heisenberg.

o Meccanica statistica in RNO
@ Caratteristiche statistiche generali del sistema
@ Distribuzioni di Fermi-Dirac e Bose-Einstein

e Propagatore per temperature finite
@ Real time Green's function
@ Equazione di Bloch
@ Funzione di Green-Matsubara e sue proprieta
@ Propagatore libero
@ Teorema di Wick

e Diagrammi e regole di Feynman
@ Regole di Feynman
@ Equazioni di Dyson
@ Approssimazione al primo ordine
@ Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

e Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature
@ Approssimazione Hartree-Fock
@ Entropia del sistema
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in RNO

atteristiche statistiche generali del sistema
buzioni di Fermi-Dirac e Bose-Einstein

Caratteristiche statistiche generali del sistema

Manterremo la caratteristica intrinseca della RNO di tenere conto di un sistema con numero
di particelle N variabile.
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Caratteristiche stal he generali del sistema
Distribuzioni di Fe Dirac e Bose-Einstein

Caratteristiche statistiche generali del sistema

Manterremo la caratteristica intrinseca della RNO di tenere conto di un sistema con numero
di particelle N variabile.
Di conseguenza

@ occorrera considerare un ensemble statistico grancanonico (il sistema puo scambiare
sia energia che particelle con il termostato, che tiene fissa la temperatura a T);
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Caratteristiche stal he generali del sistema
Distribuzioni di Fe Dirac e Bose-Einstein

Caratteristiche statistiche generali del sistema

Manterremo la caratteristica intrinseca della RNO di tenere conto di un sistema con numero
di particelle N variabile.
Di conseguenza

@ occorrera considerare un ensemble statistico grancanonico (il sistema puo scambiare
sia energia che particelle con il termostato, che tiene fissa la temperatura a T);

@ se H el'’hamiltoniana del sistema, i suoi autostati H|y ;) = E;ly ), essendo N variabile,
dipenderanno da N anch’essi;
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Meccanica statistica in RNO

tiche generali del sistema
i-Dirac e Bose-Einstein

Caratteristiche statistiche generali del sistema

Manterremo la caratteristica intrinseca della RNO di tenere conto di un sistema con numero
di particelle N variabile.
Di conseguenza

@ occorrera considerare un ensemble statistico grancanonico (il sistema puo scambiare
sia energia che particelle con il termostato, che tiene fissa la temperatura a T);

@ se H el'’hamiltoniana del sistema, i suoi autostati H|y ;) = E;ly ), essendo N variabile,
dipenderanno da N anch’essi;

o la probabilita che il sistema sia in un dato autostato dell’hamiltoniana |y;) € dato dalla
distribuzione grancanonica
e BE—pNy) 0i
"y, e PEuND) T Z’

con Z funzione di partizione, N; numero di particelle nello stato i-esimo, = ﬁ eu
potenziale chimico (energia richiesta per la rimozione di una particella dal sistema).
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Caratteristiche statisticl i del sistema

Distribuzioni di Fermi-Di

In forma operatoriale la distribuzione diventa

p = e PUH-N)

dove N=Y a;rcak ¢ l'operatore numero di particelle. Dalla formula sopra

yilply i)
pi=Wilply), Z=ulp], Pi=-—T=.
tr[p]
Per calcolare il valore medio di un operatore © occorrera dunque pesarlo secondo la
distribuzione:
tr |0
<@’> = M
tr[p]
Definiamo

K=H-uN H=Hy+H Ko = Hy — uN, K =H.
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ca statistica in RNO

aratteristiche statistic ldLl\A\lLllll
Distribu: di Fermi:

Sistema non interagente

Supponiamo di avere a che fare con un sistema non interagente (K = 0) e utilizziamo come
vettori di base gli autovettori |¢p;) dell’hamiltoniana Hy (supposti noti):

XiplPilClpp)pplpld;)

0) =
@ 2ilpilple:

In RNO, rispetto a tale base |¢;) = Ini , n;,..., n;'c, .

0_t *ﬂzk(€0*u)fﬂk —BE—pyn

Hy=) ejaiar,  po,ii=(pile R S U DR ) R

k k
Zo=tr[po]= Y (m,ng.. e PETEN gy
NN, .. Nygy...
- Z *ﬁ):k(ek Wny _ Ze BE-wm Ze €-wn HZ ,;u)nk
n [ k Nk

N1,N25e0Rjeyene

k +
Zo=]] (1 L e‘ﬁ(fo‘f“)
k

11 segno superiore d’ora in poi corrisponde ai fermioni, quello inferiore ai bosoni.
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ica statistica in RNO

Caratter e statisticl ali del sistema
Distribuzioni di Fermi-Dirac e Bose-Einstein

Distribuzioni di Fermi-Dirac e Bose-Einstein

Calcoliamo ora il valore medio di ny = a;rcak per il sistema non interagente utilizzando il
seguente ragionamento:

ﬁ(sQ—p)n’:
o i i tooii i
(Nyg *Z(”k)o 7221_[ T (], Py, oo Ty @ ARITEY, Ty i)
( ] vale 0 o 1 per i fermioni, njc per i bosoni
Z
0_ i ¢
ﬂ[e. wmn

YAl = 2Ly [T P
PR ow| B T

Qo

2 61 In (1 + eﬁﬁ(e(l)c*”))
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Real time Green'’s function
atore per temperature finite Equazione
Funzione di G Matsubara e sue proprieta

Real time Green’s function

1l propagatore per T=0K &
GapxX, 1= 1) = ~1yolT |Falx, 07K, 1) | Iyo).

con Yo X, 1) =Y Pg, e” "kl gy Sulla base di quanto detto sopra, si pud generalizzare a
temperatura T

Real time Green’s function di singola particella

Gopx, X, 1—1') = —z<ﬂ' [u”fa(x, t)u”/;g(x’,t’)b

tr [f']' [u”/a(x, t)u"/};(x', t’)] p]
=—1 il .
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Real time Green's function
tore per temperature finite
Matsubara e sue proprieta

Funzione ritardata

Gap®X,6,) = 00— 1) (=1 (§ax D, )] +00 — 1) (+1 <u~/£(x',t')u7a(x,t)>)

(-3; 5 xx/,t,t") C; 5 xx',t,t)

Funzione di Green ritardata

GRam X, 6, 1)=0- 1) |G X, 1, 1) - G kX, 1,0
:—tﬂ(t—t')<[ a0, u/ﬁ(x n] >

1Px 1P-x

In rappresentazione di Lehmann, con |n) autostatidi K, N e P, se ¢ (X) = e~ Xy (0)e

(nly @ @)y (/1 ()|
w+Kp—Ky+1in

Grslow) = —Z(Zn)36[k Pr—Pm)]

nn’

[e_ﬁK" + e PRy )

La funzione di Green ritardata ¢ utile nel calcolare valori di aspettazione di osservabili.
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atore per temperature finite
en-Matsubara e sue proprieta

Equazione di Bloch

Nella forma attuale tuttavia G non pud essere espansa cosi come si & fatto grazie
all’equazione di Dyson nel caso T = 0K, in quanto non esiste un teorema di Wick per
temperature maggiori di zero applicabile alla sua espressione cosi com’ée. Dal fatto che

o= e~ BUI-pN) g—g =—(H-uN)p (equazione di Bloch)

Lequazione di Bloch & un’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo, che puo essere
messa nella forma usuale con

¥~ p, H—H-uN=K, it=1—p, teC

Di conseguenza & possibile definire un operatore di evoluzione U(7) e procedere
analogamente al caso T = 0K trovando uno sviluppo per U(7). Se H = Hy + Hy, in
rappresentazione di interazione,

U(r,79) = € K0 g~ (T-T0K ;=0 Ko

U(r,0) = X0 ™K = (1)

ol L . X (-n" [T T ., .,
20 ko= 0w =3 S [T [Mar dng K, ki)
I3 = o Jo
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n's function
atore per temperature finite ; 0 h
Funzione di Green-Matsubara e sue proprieta
Proy libero

Teorema di Wick

Propagatore con tempo immaginario: funzione di Green-Matsubara

Le relazioni ottenute suggeriscono di eseguire la sostituzione £ — 7 per ricavare uno
sviluppo simile a quello ottenuto per G. Riscrivendo la relazione per G secondo le nuove
variabili introdotte

Matsubara Green’s function di singola particella

tr [37 [1/7a(x, D, )] o]

Gupx X, t—1) =~
ap (XX ) 1 w o]

‘gaﬁ(x,x’,r -th= —étr [9} [1/7“(}(,1')17/2@,,‘[,)] p]

w'=1', =t

D’ora in poi ometteremo la 1 anteriore come si € soliti in letteratura.
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function
atore per temperature finite ] e ch
reen-Matsubara e sue proprieta
tore libero

Proprieta della funzione ¢

Consideriamo 7’ = 0; 4 (x,x/, 7) gode delle seguenti proprieta (omettiamo temporaneamente
gli indici a, B per semplicita).

o 7¢€0,p]. Infatti
9x,x,7) = —%tr [pw(x,r)tffr(x’,o)

= -1 ¥ 0r 0L ) wile PR e K are ™ a1y
ik

=1 Y 0@ &) P Ky arly e gl iy
ijk

Poiché K; ed K;j possono essere arbitrariamente grandi, 0 < 7 < f. Dunque

-1 €[-B,Bl
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n's function
ore per temperature finite 3 0 loch
di Green-Matsubara e sue proprieta
ore libero
di Wick

Proprieta della funzione ¢

Consideriamo 7’ = 0; 4 (x,x/, 7) gode delle seguenti proprieta (omettiamo temporaneamente
gli indici a, B per semplicita).

o 7¢€0,p]. Infatti
9x,x,7) = —%tr [pu?(x,r)lf/f(x’,o)
= -1 Y oe9; &) yile e e ™ al 1y
ik
=1 Y 0@ &) P Ky arly e gl iy
ijk
Poiché K; ed K;j possono essere arbitrariamente grandi, 0 < 7 < f. Dunque
-1 €[-B,Bl
@ Per-f<1<0,9xx,1)= i%tr [e‘ﬂKﬁT(x’,O)ﬁ/(x,T)] =

+Lu|po e PRyt (x',O)] =+lu [e‘ﬂKu‘/(x, T+ Bt (x',O)] = 39,7+ B) (quasi
periodicitanel caso fermionico).
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@[ n's function
Propagatore per temperature finite ] ne di Bloch
e di Green-Matsubara e sue proprieta

Teorema di Wick

Proprieta della funzione %: Trasformata di Fourier

1l fatto che 7 € [- 8, B] non permette di passare in trasformata di Fourier. Supponiamo di aver
gia eseguito la trasformata per le variabili spaziali.

Consideriamo una funzione con stessa periodicita ripetuta tra —oo a +oo con una serie di
Fourier:

1 X _,pong p+p nn 1 X
Gper1) = 5 Y oeh - f ; dre" Pagtn== Y Gk wy,)

n=-oo 2J- B =
Per costruzione 9 (k, 1) = Yper (k, 7) in (=, B); la trasformata di Fourier di Yper k1) e
4Gk, wp).

o nel caso di fermioni, ¢ & quasi periodica, dunque i termini con 7 pari sono nulli e si

pud porre w; = 2”,;“1 T;

o in caso di bosoni, ¥ é periodica, dunque i termini con n dispari sono nulli e si pud

porre wy = %ﬂ.
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function
tore per temperature finite :quazione di Bloch
sreen-Matsubara e sue proprieta
atore libero
i Wick

Collegamento tra ¢ (k,w;) e Gk, w)

In rappresentazione di Lehmann, secondo la notazione gia introdotta
CAOIENCACID

w+Kp—Ky+1in

_ 1 B B
G pllw) = 5 r%(zn)sa[k—(Pn—Pm)] (e PRn 1 ¢ ﬁKnr)
Ripetendo gli stessi calcoli su ¢ (k, w;) si ha:
(0 (1) 1y ) )

lwl+Kn—Knr

1 _ _
Gaplow) = = Ym0 (k=P ~Pp)] (e7FKn 2 PR )

nn'
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function
ch
Matsubara e sue proprieta
Propagatore libero
Teorema di Wick

Propagatore libero

Ko=Hy-pN=Y (€3 - wal aj= K= (1) = e ae™™0 = (1)
k

0 !
Sﬁgﬁ(x,x’, -1 = ~8ap Z(pk(x)(p}';(x’)ef(sk*m(rfr ) [0@-Th0FfFOC -1)fi]
k

_ Oap
1wn =€) +p

—ik-x

1
7 k,wp) = essendo ¢pr.(X) = —e
n Pk \/77

Per T = 0K invece si aveva per i fermioni

Cap

;.0 /
X, 1= 1) = ~1845 Y G0 x)e k) [0(1~ )0k~ k)~ (' ~ 06 (kp ~ k)]
k
Ok—kp) , Okp-k)

w—e‘])c+n7 w—e%—tn

Goplkw)=84p
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Propagatore per temperature finite

a e sue proprieta

eorema di Wick

Teorema di Wick

Si prova* che vale anche in questo caso un teorema analogo a quello di Wick temperature
nulle, provato per la prima volta da Matsubara nel 1955.

Definizione (contrazione)

Definiamo contrazione tra due operatori in rappresentazione di interazione la quantita

AB= <gt[[AB]>0

| A\

Teorema di Wick

Il teorema generale di Wick afferma che

A VWl
(97 [ABCD---])q = [ABCDM + | ABCD--- | + tutte le possibili contrazioni complete

Le parentesi quadre indicano che occorre aggiungere una fase +1 a seconda del numero di
permutazioni di operatori prima di eseguire le contrazioni nel caso fermionico.

N

*Fetter et al., op. cit.
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Regole di Feynman
Eq oni di Dyson
zione al primo ordine
rmodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Analisi dei diagrammi

Dato il fatto che il teorema di Wick per temperature finite & totalmente equivalente a quello a

A ! '
temperatura nulla e che 'operatore di evoluzione U(r,7’) = e!7K0 g 107K =17 Ko g
proprieta analoghe a quelle di U(#), si prova che

o (=D"

n=0 Tl fo fﬁdfl dTﬂ<JT[Kl(Tl)v K@) Pa x,r)u/ﬁ(x,r ]>

0

Gapx X, 11 =~
o0 (N (B 1B dry e de (T Ky, K]

Nella dimostrazione si usa la tecnica dell’accensione adiabatica dell’interazione (usando, ad

. . . —eltanZg . . . .
esempio, un’'espressione del tipo e 2f1), in modo da poter mediare sugli autostati
dell’hamiltoniana K. Il denominatore, come nel caso T = 0K, semplifica i diagrammi non
connessi. Dunque la funzione di Green-Matsubara ha la forma:

00 (_1\h
Gapxx - == ) O

p p 2 R - PSP
dry ... dzptr [pog} [Kl(n)‘ Kl(rn)wa(x,r)u/ﬁ(x T )H
0 0

n=0 connessi
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Regole di Feynman
Equazioni di Dyson
zione al primo or
veratori termodinamici e funzione di Matsubara

jagrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:
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Regole di Feynman
Equazioni di Dyson
zione al primo or
veratori termodinamici e funzione di Matsubara

jagrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Appross 1e al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;
o se V' (x1,T1,X2,T2) = V(X] —X2)8(t] — 72) € I'interazione e dunque

K@= %jf Bx d3x foﬁ de‘l/A/T(Xl,T)UA/T(Xz,‘[2)7/()(1,T,Xz,Tz)UA/(Xg,Tz)VA/(Xl,T), ad
ogni linea di interazione si associa un fattore 7' (x1,7,X2,72);
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

AppIOS: zione al primo ordine

Opel rmodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;
o se V' (x1,T1,X2,T2) = V(X] —X2)8(t] — 72) € I'interazione e dunque

K@= %jf Bx d3x foﬁ de‘l/A/T(Xl,T)UA/T(Xz,‘[2)7/()(1,T,Xz,Tz)UA/(Xg,Tz)VA/(Xl,T), ad
ogni linea di interazione si associa un fattore 7' (x1,7,X2,72);

o siintegra sulle variabili interne [ d3x; ff dr;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

AppIOS: zione al primo ordine

Opel rmodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;
o se V' (x1,T1,X2,T2) = V(X] —X2)8(t] — 72) € I'interazione e dunque

K@= %jf Bx d3x foﬁ de‘l/A/T(Xl,T)UA/T(Xz,‘[2)7/()(1,T,Xz,Tz)UA/(Xg,Tz)VA/(Xl,T), ad
ogni linea di interazione si associa un fattore 7' (x1,7,X2,72);

o siintegra sulle variabili interne [ d3x; ff dr;

@ poiché in K gli operatori di campo compaiono nell’ordine 1//*1//, si pone
%2ﬁ(x,x’,‘r, 7) =limg_ .+ ‘5215 xx,7,7)).
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

AppIOS: zione al primo ordine

Opel rmodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;
o se V' (x1,T1,X2,T2) = V(X] —X2)8(t] — 72) € I'interazione e dunque

K@= %jf Bx d3x foﬁ de‘l/A/T(Xl,T)UA/T(Xz,‘[2)7/()(1,T,Xz,Tz)UA/(Xg,Tz)VA/(Xl,T), ad
ogni linea di interazione si associa un fattore 7' (x1,7,X2,72);

o siintegra sulle variabili interne [ d3x; ff dr;

@ poiché in K gli operatori di campo compaiono nell’ordine 1//*1//, si pone
%2ﬁ(x,x’,‘r, 7) =limg_ .+ ‘5215 xx,7,7)).

o si moltiplica ogni diagramma per (—1)"(— 1L, dove Le il numero di loops fermionici
chiusi;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

AppIOS: zione al primo ordine

Opel rmodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio delle coordinate)

Si quindi procede esattamente come nel caso 7' = 0K, ovvero per il contributo all’ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle;

o ad ogni linea di particella orientata da x a y si associa @2 8 1, %;

o se V' (x1,T1,X2,T2) = V(X] —X2)8(t] — 72) € I'interazione e dunque
K@= %jf Bx d3x foﬁ de‘l/A/T(Xl,T)UA/T(Xz,‘[2)7/()(1,T,Xz,Tz)UA/(Xg,Tz)VA/(Xl,T), ad
ogni linea di interazione si associa un fattore 7' (x1,7,X2,72);

o siintegra sulle variabili interne [ d3x; ff dr;

@ poiché in K gli operatori di campo compaiono nell’ordine 1//*1//, si pone

0 ! —_1; 0 ! !

Gop®X, T, 7) =limy_ o+ G g (0%, 7,7).

o si moltiplica ogni diagramma per (—1)"(— 1L, dove Le il numero di loops fermionici
chiusi;

@ se sono presenti indici relativi ad ulteriori numeri quantici (ad esempio spin) occorre
contrarre sugli indici ripetuti %ga, tenendo eventualmente conto delle degenerazioni.
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Or tori termodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole d

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:
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Regole di Feynman
Equazioni di Dyson
zione al primo or
veratori termodinamici e funzione di Matsubara

jagrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;

6ap

o ad ogni linea di particella orientata si associa 90 , (k,wp) = ——k—;
ap 1wn=(eg—p)
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;

8

o ad ogni linea di particella orientata si associa ¢4 0 k,wp) = #;

ap 1wp—(el—p)

o siassocia un fattore ¥ (k,w,) = V(k) ad ogni linea di interazione;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

o sidisegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con 7 interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;

8

o ad ogni linea di particella orientata si associa 90 , (k,wp,) = #;

ap 1wn~(€y~H)

o siassocia un fattore ¥ (k,w,) = V(k) ad ogni linea di interazione;

o siintegra sulle variabili interne;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

si disegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con n interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;
8
ad ogni linea di particella orientata si associa @0 k,wp) = #;
ap 1wp—(el—p)

si associa un fattore 7 (k, w;) = V(k) ad ogni linea di interazione;

si integra sulle variabili interne;

1 1

si moltiplica ogni diagramma per (—1)"(— nt e B dove L ¢ il numero di loops

fermionici chiusi;
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

si disegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con n interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;
8
ad ogni linea di particella orientata si associa @0 k,wp) = #;
ap 1wp—(el—p)

si associa un fattore 7 (k, w;) = V(k) ad ogni linea di interazione;

si integra sulle variabili interne;

si moltiplica ogni diagramma per (—1)"(— nt ﬁ % , dove L ¢ il numero di loops
fermionici chiusi;
si inserisce un fattore di convergenza e'®"" ogni volta che una linea di particella si

chiude su se stessa o su una stessa linea di interazione.
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Regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Approssimazione al primo ordine

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman (spazio degli impulsi)

Nello spazio degli impulsi, all'ordine n:

si disegnano tutti i diagrammi topologicamente distinti con n interazioni e 2n+ 1 linee
orientate di particelle, assegnando ad ogni linea orientata un vettore d’onda e una
frequenza (discreta) in modo che si conservino ad ogni vertice;
8
ad ogni linea di particella orientata si associa @0 k,wp) = #;
ap 1wp—(el—p)

si associa un fattore 7 (k, w;) = V(k) ad ogni linea di interazione;

si integra sulle variabili interne;

si moltiplica ogni diagramma per (—1)"(— nt ﬁ % , dove L ¢ il numero di loops
fermionici chiusi;

si inserisce un fattore di convergenza e'®"" ogni volta che una linea di particella si
chiude su se stessa o su una stessa linea di interazione.

se sono presenti indici relativi ad ulteriori numeri quantici (ad esempio spin) occorre

contrarre sugli indici ripetuti, tenendo eventualmente conto delle degenerazioni.

Formalismo dei molti corpi a temperatura finita



jagrammi e regole di Feynman

Regole di Feynman
Equazioni di Dyson
Appross; zione al

peratori termodin:

primo ordine

amici e funzione di Matsubara

Table 14.1 Diagram dictionary for interacting fermion system at finite temperature (no external potential)

(k, 7)-space (k, w,)-space
Diagram element Factor Diagram element Factor
T [}
kﬂ or k H' &) K, H. or Jfl' (K, w,)
r
1
oo o R e o] PR Tl = ¥ e
~(e—p) T » @
) T xe .,,n=(2"_+l)_'_', B = IfkT
T 7 77 .
V or 9(k,07) W or F(k, w,)exp (iw, 0*)
k i ko, kK,
Yok, ,) exp (i, 0*)
. - (so that:
7d or : Fo(k,07) = f¥ \/ or ko 1=
k k koen | D, g wdexplun0) = 1)
e
k 1 k 1
}M,W\J{ ~ Vi OF =V, >.-~w-v~< —Viima OF =V,
m q n m q n
fermion loop -1 fermion loop -1
Intermediate k, 7 T or ji’k f dr Intermediate k, w, S or il Y g
’ ¥ @) T r @ B, &
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di Feynman

jagrammi e regole di Feynman

Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

Equazioni di Dyson

Le equazioni di Dyson rimangono inalterate, in virtui della stessa formulazione
diagrammatica della teoria. In rappresentazione delle coordinate

fg(x,x’,r—r’)=<g°(x,x’,r—r’)+f d*xy dtnx x1, 7 - 1)1, %0, 71 ~72)%0 (%2, X', 72 = T)

:cgo(x,x’,r—r’)+[ dixy d* @0 (% x1,T -T2, X2, T — T2)9 (X0, X, T2 —T)

sommando implicitamente su eventuali numeri di spin.
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i Feynman
Equazioni di Dyson
Approssimazione al primo ordine
Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

agrammi e regole di Feynman

Equazioni di Dyson

Le equazioni di Dyson rimangono inalterate, in virtui della stessa formulazione
diagrammatica della teoria. In rappresentazione delle coordinate

Eg(x,x’,T—T’)=‘§0(x,x’,T—T’)+f dix d* @0 xxg, T - T11)EX], X2, 71 — 72)90 (X0, X, T2 — T)

:<g°(x,x’,r—r’)+f d*x; dtn g0 x1, 7 - 1121, %0, T1 ~T2)F (2, X, T2 ~ ')

sommando implicitamente su eventuali numeri di spin.
Nello spazio degli impulsi

G, wn) =90 0p) + 400k, wp) 20, 0 )Gk, wp)

1 [
Gl 0p) = = e

-1 0
G0ykon)|  ~Zlowy 0n= €m0 xloon

Abbiamo indicato con X 'autoenergia propria, con £ quella impropria.
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Diagrammi e regole di Feynman I
Y al primo ordine

peratori termodinamici e funzione di Matsubara

Espansione di ¢ per basse temperature

La dipendenza di ¢ da T e contenuta sia in X sia in wy. Esplicitando la dipendenza
nell’equazione di Dyson

GU,wn, T) =9° U wn) + 90 (I, 0 ) Zd, wpn, NG, wp, T)
-1
9w 17! = [ 00| -2 D

Dunque scriviamo le seguenti relazioni (la dipendenza da T esplicitata fa riferimento alla
dipendenza in %)

“1_ [0 -1

G D17 = [ Gwn)| - Slwn D
“1_ [0 -1

[$0own 0] = [# o] ~Zhwn,0)

Sottraendo il secondo al primo e moltiplicando il risultato per 4 (k, wy,0) a sinistra e
4 (k,wp, T) a destra

Gk,wn, T) =9k, wp,0)+94k,wp,0) [Zk wn, T) - Z(k,wn,0)]4 (k wy, T)

T piccolo

=9k wn,0)+9k wn0) [Z(k vy, T) - Z(k wp,0)]¥4(k wp,0)
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di Feynman

agrammi e regole di Feynman . .
M azione al primo ordine

veratori termodinamici e funzione di Matsubara

Approssimazione al primo ordine

Ko, K,w,
ko, + > Ko, + Ko b Ak—Kw,—a,
Ky, Tk,

Consideriamo lo sviluppo al primo ordine in figura, in assenza di campi esterni
(@2[’ = 6aﬁ€90); allora abbiamo

- 0 1 0 2 1
Ghon= G kon -5 [ kon| o

x Y e'n'l f EHFEs+DVOG K, 0,)+Vk-K)9 K, 0,))
n!

da confrontare con 'equazione ¥4 (k,w,) = @0 (k,wp) + @0 (k,wn)Zk, cun)fﬂo (k, wp), dunque
al primo ordine 'autoenergia (impropria) &

S10qwn) =109 = - ;(2M3Z ““n”’fd3k’(+ @s+DVO) + VEk-K)NG K, 0,
3/ 1w 1
d k3 (£@s+ DVO) - Vik-K)) Y ——5—
B2m) W7 Wy — €L+ [
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di Feynman
zioni di Dyson
1e al primo ordine
Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

rammi e regole di Feynman

Operatori a un corpo; numero di particelle

Supponiamo che ci sia dipendenza da un set di numeri quantici aggiuntivi, finora trascurati.
Per un operatore ad un corpo J,

usiamo la proprieta ciclica della traccia

gy = —tr [pJ] = Zf lim ]ﬁa(x)tr pu/ﬁ(x YWq x)] d3x

per passare dalla rappresentazione S. alla H.

:iZf lim lim ]ﬁa(x aﬁ(x,r,x',r')d?’x:i hm hrn tr[](x & 7,x,7") ]d3

X —-x1/ -7+ X —x7/—7
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e di Feynman
zioni di Dyson
ApprcC »ne al primo ordine
Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

srammi e regole di Feynman

Operatori a un corpo; numero di particelle

Supponiamo che ci sia dipendenza da un set di numeri quantici aggiuntivi, finora trascurati.
Per un operatore ad un corpo J,

usiamo la proprieta ciclica della traccia

gy = —tr [pJ] = Zf lim ]ﬁa(x)tr pu/ﬁ(x YWq x)] d3x

per passare dalla rappresentazione S. alla H.

:iZf lim lim ]ﬁa(x aﬁ(x‘rx dB3x=+ hm hrn tr[](x‘g(x‘rx ') ]d3

X —-x1/ -7+ X —x7/—7

Per 'operatore numero di particelle

Z‘y,m—tr[%(x‘rxr ) = Z [pu?t,(x,‘r)u?a(x,r) =+(nXx) >

a
N:ftr [9x,7,x,17)] d3x
v o1

=+——— | kY e “"Mir (9 (k wp)]
@m)3 B ; !
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di Feynman
azioni di Dyson
Approssimazione al primo ordine
Operatori termodinamici e funzione di Matsubara

Diagrammi e regole di Feynman

Alcune grandezze di interesse statistico

o Energia cinetica (T) = + [limy_,, (—%tr [‘g(x,r,x’,f’)]) d3x.
o Potenziale di interazione (supposto indipendente dallo spin)
(Vy = i% Slimy_ limys_ (—6T + ;—; +,u) tr[9x,7,x,7")] d3x.
o Energia totale
(By=(T+V)= i%flirnxrathrlar( 0y — +,u) tr[9x,7,%,7)] ddx=
Sha b [Eeton wtr Gk, wp)] d3k.
@ Potenziale di Landau Q): introducendo la variabile ausﬂlana Ain K(A) = Ky + AKq,
Q=0g+f} %d/lf d3xlimy_y limyr_p+ 3 [—OT + %5 +uJ tr [Eﬁ’l X, T,X ,r’)] =

1wnp— eo+p

+7

Q¥ f§ LAy § [ KL, et |9 down)|-
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Approssimazione Hartree-Fock
Entropia del sistema
Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature Conclusioni

Approssimazione Hartree-Fock

Supponiamo dunque di avere un gas di fermioni a spin s = % con interazioni non dipendenti

dallo spin, ovvero 9, = 644%. Usiamo I'approssimazione di Hartree-Fock:

b = o}

Dalle regole di Feynman

Sk, T) = fdsq[ZVO) Vik— q)]Ze’“’n’"‘g(q, Wy, T)

E(z E

- 2n)3fd3‘7[2‘/0) Vi~ ‘l)]ze"” w7

% {906 0n, 0)+ 4% 16, 02,0) [0, T) - 20k, 01}

(osserviamo che > non dipende da 7 tramite w ;)
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Approssimazione Hartree-Fock
Entropia del sistema
Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature Conclusioni

Approssimazione Hartree-Fock

. - 1 1
Si prova a questo punto che il passaggio B Xn T /2o, dwp non & ammesso, in quanto

integrale e serie non convergono allo stesso limite.

. i1 1w 1M F]
lZe""n'”[@(q,wnr,O)]Z:l Lzzi 1 en _ fq(1)
Py BT wy —eqg+w? 0Oeq | B 1wy —€qtp Oeq
=0 _ 1 0fy(D) _ 0f,
coneq—eq+2(q,0),fq(T)—W Percio, da qq = an T:0+@(T)
3 0fq
2T = — | dq[2V0) - Vk-@] 1 f5(D + [0, 1) - Z(k,0)]
(27) Oeq | =
2(k,0 =—fd3 2V(0) - Vk-q)] O(u—e
k0 =3 q[2v©0) - Vk-q]0(u—eq)
fq(0
of;
Sk T)-2(k0) = deq[zwo Vik- q)]{qu) = fq0) + [Z(k, T) - Z(k, 0)] eq‘
q'1=0
Tsi puo provare con tecniche di Analisi Complessa che
) ewnl g ) elonll g
’;linondispari wp-x  Pxiq’ nhin()npzéri wnp-x  ofx_1’
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Approssimazione Hartree-Fock
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Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature Conclusioni

Approssimazione Hartree-Fock

0
v 3.1 lwp+€p
KTV, =—— | @k Y " — w9k on,
( 0} o3 5 ne > r[9(k,wn, )]

v 3, 1
= Bk Y e 1wy, + NGk, wn, 0
(27:)3.[ 5 ne (lwn ek) (k,wp,0)
v 3,1 10 7] 0 2
+ & k— Y ' 1wy + ) [9,wp, 0)]7 (£, T) = Z(k, 0
@3 B né’ (twp+e€)[9 0 wn,0)]” 2k, T) - Z(k,0)]

y 3
=—— | d°k[2(e;. — ) - Z(k,0
(271)3[ [2(ex— ) =2 0o 0] fi(D

3fi(T)
ﬁé'k

v
+—— [ k{fkm + (20— - 20, 0)] } (2, T) - 2(k,0)]

(2m)3
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Approssimazione Hartree-Fock
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Approssimazione Hartree-Fock

0
V4 3.1 lwp+e€p
K(T,7, :—fd k=Y &nl —— Ztr[9(kwy,
(T,V, 1) B ﬁ;e 5 w9, D)

14 3,1
= Bk Y M 10y + €04 (k, wp, 0

(271)3.[ ﬁEne (1wn +e %k wn,0)
+ —(27]3 d3kl } ' (100, + €)1 I, 0y, 017 [k, T) - Z(k, 0)]

—fd k[2(e — 1) - 2k, 0)] fie(T)

}[Z(k'D—Z(k,O)]

14 fi(D
— [ ¥k {fk(T)+[Z(Sk—y)—):(k,())] Qﬁ
k

e
14 v
K(T,V,u)—K(O.V,u):@fz(ek—m[fkm—fk(m]d3k+ R fz( €p— 1) f’“( 2k, T) - Z(k,0)] d®k
=0, essendo agg}i ) =0(er—W
f( )

Yot ffk ) (20 T) - 2(k,0)] dsk*ff ko){fkm fr )+ 20 T) - 2k, 0)1}.13

si provano essere nulli sostituendo 'espressione per 2(k, T) — Z(k, 0)

KTV, 1)~ KO,V ) = fz(ek [l - fe0)] &k

v
e
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Entropia del sistema

Dalla Meccanica Statistica sappiamo che dQ = -SdT - udN - pd7;

(OK) (69] (05) (65)
K=Q+TS> — +S+T|— =T|=—
oT Vo oT i oT am oT i

oS 0K k) Bk supponiamo k* éle’: lentamente variabile
T|—= === =V— | —=2(-
(aT)W (ar)y an a3 2k HIALD) ek

ZkBT

2 [ 1
~7/k2T(k2 dk) = fzsechzfdfzfykéT(kzﬂ]
deg ep=p - J—c0 3 dey =i

(3

1
STV, = SV RGT | | o

ek=p
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Approssimazione Hartree-Fock
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Entropia del sistema

Per ottenere un’espressione dell’entropia dipendente esplicitamente da N, possiamo usare

k3
per quest’ultimo l'approssimazione N =2 —— @n )3 [O0kp—k) ddk= 7/ . Inoltre I'impulso di
Fermi ¢ definito dalla relazione

5y s 0= B P4 v - Vik- gtk
H=erp =5 +2(kp,0) = 2m+ W[ 0)-V(k—-q)l0(kr—q) .
=kF
Definendo massa effettiva la quantita m* nella relazione
dep| _ kr N 1 1 1 02(k,0)
dk |, m* " m*  m kg 0k |j=kp
Grazie alle precedenti possiamo scrivere
ST, ¥, Ny = N 2T nzT—T(E) =
k2 2 oT Vvﬂ_ 4
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Conclusioni

Per concludere, osserviamo che:

o le funzioni termodinamiche in prossimita dello zero assoluto dipendono solo dallo
spettro di eccitazione a temperatura nulla;
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Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature

Conclusioni

Per concludere, osserviamo che:

o le funzioni termodinamiche in prossimita dello zero assoluto dipendono solo dallo
spettro di eccitazione a temperatura nulla;

o dato che Z(k, T) non dipende da wy, lo spettro di singola particella €. risulta
semplicemente traslato;
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Calore specifico di un gas di Fermi basse temperature Conclusioni

Conclusioni

Per concludere, osserviamo che:

o le funzioni termodinamiche in prossimita dello zero assoluto dipendono solo dallo
spettro di eccitazione a temperatura nulla;

o dato che Z(k, T) non dipende da wy, lo spettro di singola particella €. risulta
semplicemente traslato;

o la capacita termica e determinata dalle particelle in una shell energetica di spessore
kpT attorno all’energia di Fermi e : infatti a temperatura fissata

AE= kﬂ# [2(ex = [fie(D - £i0)] d¥ ko kBT(z%ﬁ Sier-eri<ipr Tk
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Appendice :
PP Somme di

Calcolo esplicito dell’entropia

Risposta lineare

Supponiamo di avere H = Ky + Kj (£) = Ky + BFt, dove F¢

0 & un c-numero dipendente

t——00
debolmente dal tempo, Ky = Hy — uN; allora, detto © un generico operatore non dipendente
dal tempo
(©0);=lgl (©0) = 11yl
ot t——00 po = e_ﬁIQ)
Equazioni per p z.p, = [Hp, p¢] passo in rappresentazione l.ﬁz =[H, ﬁf]
lims—_—oo pr=po di interazione lims—_—oo Pr = po

Con opportuni calcoli si arriva alla relazione
t 24 /
pe=po-t [ IKWp,107,
—00
t . ¢ L
(0= <@>o—if di'tr [p 160,k = <@>0—if df'tr [pp 16 (0, K()]]
Z J- Z J-

t -
= (@) +f 47 Gg o (1)
-0
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Risposta lineare
: Grandezze termo
Appendice : €l
Somme di frequer
Calcolo esplicito dell’entropia

Potenziale V'

Supponendo il potenziale indipendente dallo spin,

aﬂ/-/a x,17)= [f(vi/?a x,7)]

eseguendo i calcoli

1
ﬂvzﬁja(x,‘[)+'u1/~/a(x,‘[)7fdsxnlfl;(xn,T)lf/y(x”,T)V(X*X”)U?a(X,T)
T/lin:)f [01‘5aﬁ(x,r,x’,r’)] = +tr [%&E(x',r)arﬁla(x,r)]

= xtr

[ 1 a2 - 3 M=t M N /% P A
Ewﬂ(x‘r)(ﬁv Wa(xyT)+ﬂ1//a(XyT))_fd Xy (X5, TPy (X, T) V(X —X )Wﬁ(X;T)Wa(X,T)
D’altronde, per definizione

_1 313 / [ T ’
(V)= 5f‘/‘d xd x’V(x—x)tr[Ewa(x)w},(X Yy (X W/a(X)]

roprieta ciclica 1 V2
prop =+- | d®xlim lim 07+ — +pu|tr [9x1,X,1)]
della traccia 2 X' —x1/—71 2m
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Risposta lineare

Grandezze termo

Somme di frequer

Calcolo esplicito dell’entropia

Appendice

Potenziale di Landau Q

Se riscriviamo K(1) = Ko + AKi, dalla relazione Q) = —§In 7y = — 4 Intr [emPK)

B
a1 0z 1 (/3)"7 .
A Pz, oA | BZ  n 7 [Ko+AK)"]
1 X n-p"

S tr[(KomKl)n-lKl]:ziltr[e—ﬁm)lq]
=

1
= 1 (AK1) ), (> media su autostati di K(1)
11
Q:Q(]+f —(AKy)y dA

1 V2
= 3 i v A I
=Q +f d/lfd x}!me TleT 2( 6T+2m+u)tr [‘5 x,7,X,T )]
1 wn—€ed+p
— - 3 wpn "t "k A
_Qoi7/f0 1 (27_[)3 ﬁfd kz eln tr [‘5 (k,wn)]
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Risposta li e

Grand rmodinamiche
Somme di frequenze di Matsubara
Calcolo esplicito dell’entropia

Appendice

Dimostrazione di alcune relazioni note

Mostriamo ora come vengono valutate alcune somme ricorrenti, giustificando
l'introduzione del fattore e'“7" in rappresentazione degli impulsi. Consideriamo la somma
e'nn nn
L wp=—
7 lwp—X T
1l fattore e'®n" ¢ indispensabile perché la serie converga e va rimosso solo dopo averne
stimato la somma. Prolungando nel piano complesso, I espressmne ha dei poli per

z=1wp. La somma corre solitamente o sugli interi pari o sugli interi dlspan (bosoni e
fermioni rispettivamente).
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Lintegrale
_ B f dz €
~+— —_— —
2n1JcePr+1 z—x
ha integrando con poliin z= % n= 1wy, ndispari e pari rispettivamente, e i suoi residui
1 elonn .

valgono F B 1om—%

dunque sul cammino C

=[]

dz € e'®@ntl
:7f 4z &y
2n1Jc ePe+1 z—x Wn—X
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Deformando C in C' +T, con raggio di I' che va all'infinito, allora & applicabile il lemma di
Jordan sia in Rz > 0 sia in Rz < 0 purché 0 <7 < . Possiamo dunque limitarci al calcolo
lungo C'. Sempre dal teorema dei residui,

oyl

. e +

lim Z - = i

n—=0 dispari Wn—X ePre1
pari
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Calcolo esplicito dell’entropia

as oK o &k o &k er—H
2] =22 v L [ EE o - v [ X e~ w[1-tanh
(BT)V,H (aT)v,u an(zm3 (€= mIk(D an(zn)3 €k “)( tan ZkBT]

3
4 fd (ex—p 2sech? £ = CkTH

= 2kgT? ) (2m)3 2kgT
supponiamo k* % lentamente variabile
7f kz(ek D) 2sech? k= 'udk de
4n2kgT? 2kgT P
2kgT
dk 2 dk
=~V T(k2 ) = 52sech2§d5— szT(kz )
deg Jep=p deg Jey=p
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